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Tóm tắt  

Trong bài báo này, ảnh hưởng hiệu ứng đồng vị đến hệ số Debye-Waller của tinh thể khí hiếm được chúng tôi nghiên cứu 

dựa trên phương pháp thống kê mômen trong cơ học thống kê. Cách tiếp cận này cho phép chúng tôi nghiên cứu hiệu ứng 

đồng vị có kể đến ảnh hưởng phi điều hòa do dao động nhiệt của mạng tinh thể. Sử dụng thế Lennard-Jones để mô tả thế 

năng tương tác giữa các nguyên tử của tinh thể lượng tử, chúng tôi thực hiện tính số cho các đồng vị của các tinh thể 

Ne (20Ne và 22Ne) và Ar (36Ar và 40Ar) trong khoảng nhiệt độ từ 0 K đến nhiệt độ nóng chảy của các tinh thể. Sự khác 

biệt về hệ số Debye-Waller giữa các đồng vị được cho là có nguyên nhân bởi sự khác nhau về khối lượng nguyên tử của 

các đồng vị. Ngoài ra, sự khác nhau đáng chú ý giữa hệ số Debye-Waller của các đồng vị có thể được quan sát rõ ràng ở 

nhiệt độ thấp (khoảng dưới 15 K) và giảm dần ở nhiệt độ cao (trên 20 K). Điều này được giải thích là do sự khác biệt của 

đóng góp dao động điểm 0 ở nhiệt độ thấp và sự chiếm ưu thế của hiệu ứng phi điều hòa do dao động mạng ở vùng nhiệt 

độ cao. Nghiên cứu này cho thấy phương pháp thống kê mômen có thể được sử dụng hiệu quả để nghiên cứu ảnh hưởng 

của đồng vị lên đại lượng nhiệt động của vật liệu. 

Từ khóa: Hiệu ứng đồng vị, Thống kê mômen, Hệ số Debye-Waller, Tinh thể khí hiếm. 

Abstract 

In this work, the isotopic effects in Debye-Waller factor of noble gas crystals are studied based on the statistical moment 

method in statistical mechanics. This approach allows us to study the isotopic effects taking into account the 

anharmonicity caused by thermal lattice vibrations of the crystal. By using the Lennard-Jones potential to describe the 

interaction between atoms of quantum crystals, we perform numerical calculations for Ne (20Ne and 22Ne) and Ar (36Ar 

and 40Ar) isotopes in the temperature range from 0 K to the melting temperature of crystals. The difference in the Debye-

Waller factors between the isotopes is believed to be attributed to the difference of atomic mass of the isotopes. 

Additionally, the significant difference in Debye-Waller factors between the isotopes becomes distinctly observable at 

low temperatures (below 15 K) and diminishes gradually at higher temperatures (above 20 K). This is explained by the 

disparity in the contribution of the zero-point vibrations at low temperatures and the prevalence of anharmonic effects 
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caused by lattice vibrations at high temperatures. This study shows that the statistical moment method can be effectively 

used to study the influence of isotopes on thermodynamic quantities of materia. 

Keywords: Isotopic effects, Statistical moment method, Debye-Waller factor, Rare-gas crystal. 
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1. Mở đầu 

Trong thời gian gần đây, các nhà khoa học từ 

nhiều ngành khác nhau như khoa học vật liệu, 

vật lý áp suất cao và địa vật lý rất quan tâm đến 

tính chất cơ, nhiệt động của các tinh thể khí 

hiếm. Các chất rắn này ổn định ở nhiệt độ và áp 

suất cao khiến chúng trở thành lựa chọn phổ biến 

để sử dụng làm môi trường áp suất thủy tĩnh 

trong các thí nghiệm ô mạng đế kim cương. Hơn 

nữa, do tính chất trơ và có cấu trúc lập phương 

đơn giản với cấu hình điện tử vỏ tương tự như 

cấu hình nguyên tử tự do, chất rắn khí hiếm trở 

thành ứng cử viên lý tưởng được sử dụng để xác 

minh các mô hình vật lý [1,2].  

Nhiều bài báo đã nghiên cứu ảnh hưởng của 

khối lượng đồng vị đến các tính chất vật lý của 

tinh thể khí hiếm. Sự khác biệt về khối lượng này 

có thể ảnh hưởng đến hằng số mạng, độ dẫn 

nhiệt, tần số dao động phonon, nhiệt dung riêng 

và các tính chất điện tử khác. Về mặt thực 

nghiệm, các tính chất cấu trúc và nhiệt động của 

các đồng vị neon đã được xác định như nhiệt 

dung riêng đẳng tích và đẳng áp [3], hệ số giãn 

nở nhiệt tuyến tính [4]. Về mặt lý thuyết, có 

nhiều cách tiếp cận (chẳng hạn như phép tính 

gần đúng điều hòa tự hợp của Koehler [5], mô 

phỏng Monte Carlo tích phân đường [6] và cách 

tiếp cận ab initio trong mô hình Tolpygo bao 

gồm cả sự biến dạng của lớp vỏ electron [7]) đã 

được sử dụng để xem xét các tính chất cơ nhiệt 

phụ thuộc vào nhiệt độ của các đồng vị neon. 

Nhiều nghiên cứu lý thuyết cũng như thực 

nghiệm cũng đã được thực hiện để định lượng 

cũng như nghiên cứu các tính chất vật lý của 

đồng vị argon [8,9]. Phương pháp mômen thống 

kê (SMM) là một trong những phương pháp hiệu 

quả trong cơ học thống kê để nghiên cứu các tính 

chất nhiệt động và cơ học của vật liệu [10–13]. 

Phương pháp này có một số ưu điểm như có kể 

đến tính phi điều hòa của các dao động nhiệt ở 

nhiệt độ cao cũng như đóng góp của năng lượng 

điểm 0 ở nhiệt độ thấp. Trong bài báo này, sử 

dụng SMM trong cơ học thống kê làm cơ sở 

[14], chúng tôi nghiên cứu ảnh hưởng của nhiệt 

độ đến hệ số Debye-Waller của các đồng vị của 

Ne và Ar. 

Trong Phần II, chúng tôi trình bày SMM có 

kể đến các hiệu ứng phi điều hòa để xây dựng 

biểu thức của hệ số Debye-Waller phụ thuộc 

nhiệt độ. Trong Phần III, sử dụng kết quả giải 

tích thu được ở Phần II, chúng tôi thực hiện tính 

số hệ số Debye-Waller cho các đồng vị của tinh 

thể Ne và Ar dưới dạng hàm của nhiệt độ và khối 

lượng đồng vị. Thảo luận chi tiết về các kết quả 

tính số cũng được chúng tôi trình bày trong phần 

này. Cuối cùng là phần kết luận của nghiên cứu 

được đưa ra trong Phần IV. 

2. Phương pháp tiếp cận 

Trong phần này, chúng tôi tóm lược một số 

kết quả chính của phương pháp SMM trong 

nghiên cứu tính chất nhiệt động của tinh thể. Giả 

sử Hamiltonian của hệ lượng tử có dạng 

0
ˆ ˆ ˆ  ,H H V                               (1) 

với 𝛼 là tham số và V̂ là toán tử tùy ý. 

Khi đó, năng lượng tự do của hệ có thể được 

xác định bởi [14] 
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Bằng cách khai triển thế năng tương tác  r  

giữa các nguyên tử đến bậc 4 và sử dụng công thức 

truy hồi giữa các mômen bậc cao và mômen  bậc 

thấp, các tác giả đã thu được phương trình sau [10] 
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trong đó , 2iy u x    , cothX x x , Bk T   (kB là hằng số Boltzmann), m là khối lượng 
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Có thể thấy (3) là một phương trình vi phân bậc hai của y. Nghiệm của phương trình (3) có thể 

được xác định gần đúng bởi [14] 

0 1 ,             y y A a                                                              (5) 

trong đó, y0 là độ dời của nguyên tử khỏi nút mạng trong trường hợp không có ngoại lực tác dụng.  

Giá trị độ dời y0 được xác định bởi 
2 
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trong đó 
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k k k k k

       
       với các hệ số ( 1,6)ia i   có dạng 

như ở tài liệu [14] và hệ số A1 
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Khi xác định được độ dời y0, chúng ta có thể xác định khoảng cách lân cận gần nhất  a T  giữa 

hai nguyên tử ở nhiệt độ T 

   0 0, a T y T a                                                                  (8) 

với a0 là khoảng cách lân cận gần giữa hai nguyên tử ở nhiệt độ T = 0 K. 

Độ dịch chuyển tương đối trung bình bình phương MSRD hay hệ số Debye-Waller của phổ 

EXAFS được định nghĩa [15] 

 
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2 2 2

0 0 0. 2i i iR u u u u u u        ,                                  (9) 

ở đây R  là vector đơn vị hướng từ nguyên tử thứ i đến nguyên tử 0. 

Trong SMM, chúng ta có mối liên hệ giữa các moment bậc một và bậc hai như sau [14] 

2
coth .

2 2

i p

i i i ipp p

u
u u u u

a m m

  

   



 


  

  
    

  
           (10) 

Sử dụng phương trình (10), chúng ta dễ dàng thu được biểu thức xác định độ dịch chuyển trung 

bình bình phương (MSD) của nguyên tử trong tinh thể bởi 
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    .                                                               (11) 
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Đối với các tinh thể có cấu trúc lập phương đơn giản như các tinh thể lập phương tâm diện (FCC) 

thì hàm MSD 2u  là đối xứng theo các phương khác nhau. Mặt khác, khi nghiên cứu một hệ rất lớn 

so với độ dài tương quan của độ dời iu  thì trừ các nguyên tử lân cận, độ dời iu  của hạt thứ i có thể 

xem là độc lập với độ dời 0u . Do đó, chúng tôi sử dụng các biểu thức gần đúng sau [15] 

 
2 2

0iu u      và    0 0i iu u u u .                                                 (12) 

Khi đó, biểu thức hệ số Debye-Waller phổ EXAFS (9) trở thành [15]  
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Kết hợp với biểu thức (7) chúng tôi thu được biểu thức sự phụ thuộc nhiệt độ của hệ số Debye-

Waller phổ EXAFS của các tinh thể cấu trúc FCC như sau 

   
2 3

2

5

4 2
1 1 .

2

X
T X X

k k

  


 
    

 
                                               (14) 

Ở giới hạn nhiệt độ thấp, chúng tôi xác định được giá trị đóng góp điểm 0 của hệ số Debye-Waller 

phổ EXAFS là 

 2 2

00 .
k
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3. Kết quả tính số và thảo luận 

Trong phần này, từ biểu thức giải tích của hệ 

số Debye-Waller thu được ở Phần 2, chúng tôi 

thực hiện tính số cho các đồng vị của các tinh thể 

Ne (20Ne và 22Ne) và Ar (36Ar và 40Ar) trong 

khoảng nhiệt độ từ 0 K đến nhiệt độ nóng chảy 

của các tinh thể (24,6 K đối với Ne và 83,8 K đối 

với Ar). Đối với các tinh thể lượng tử, tương tác 

giữa các nguyên tử lân cận có thể được mô tả bởi 

hàm thế Lennard-Jones đơn giản. Trong bài báo 

này, thế Lennard-Jones (6-12) cũng được chúng 

tôi sử dụng để mô tả tương tác giữa các nguyên 

tử của tinh thể Ne và Ar. Đồng thời, chúng tôi 

giả định rằng, thế năng tương tác là như nhau cho 

các đồng vị của cùng một tinh thể. Hàm thế 

Lennard-Jones (6-12) có dạng  

 
12 6

0 04 ,
r r

r
r r

 
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trong đó 0r  là khoảng cách giữa các nguyên tử 

khi hệ ở trạng thái cân bằng, ε là năng lượng 

phân ly. Bảng giá trị các tham số thế của tinh thể 

Ne và Ar được chúng tôi đưa ra ở Bảng 1. 

Bảng 1. Tham số thế Lennard-Jones của Ne 

và Ar. 

Tinh thể 𝜀 𝑘𝐵⁄  (K) 0r (Å) 

Ne [5] 52.21 2.7012 

Ar [16] 119.8 3.4050 

Trên Hình 1, chúng tôi biểu diễn sự phụ thuộc 

nhiệt độ của hệ số Debye-Waller của hai đồng vị 
20Ne và 22Ne thu được bằng phương pháp SMM. 

Từ hình vẽ có thể nhận thấy, hệ số Debye-Waller 

của Ne đã bao hàm đóng góp của dao động điểm 

0 ở nhiệt độ thấp. Giá trị hệ số Debye-Waller tại 

nhiệt độ  0KT  của hai đồng vị 20Ne và 22Ne 

tương ứng là 
 2 20 2

0 Ne 4.98 10  
 Å2, 

 2 22 2

0 Ne 4.74 10  
Å2. Khi nhiệt độ tăng hệ 

số Debye-Waller cũng tăng nhanh theo nhiệt độ.  
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Hình 1. Sự phụ thuộc nhiệt độ của hệ số Debye-Waller của hai đồng vị 20Ne và 22Ne.

Ở đây cần chú ý rằng hệ số Debye-Waller của 

các đồng vị thể hiện sự khác biệt do sự khác nhau 

về khối lượng của chúng. Với khối lượng nhẹ 

hơn, đường cong 
 2 20 Ne

cao hơn đường cong 
 2 22 Ne

. Sự khác biệt giữa hệ số Debye-

Waller của hai đồng vị 20Ne và 22Ne có thể được 

quan sát rõ ràng ở nhiệt độ thấp. Sự chênh lệch 

giảm dần ở nhiệt độ cao (trên 20 K) và sự khác 

biệt đáng chú ý có thể quan sát được dưới 15 K. 

Điều này có thể được giải thích như sau: Ở nhiệt 

độ thấp, sự khác biệt giữa các hệ số Debye-

Waller là do sự chênh lệch về đóng góp của dao 

động điểm 0 của hai đồng vị trong đó biên độ 

dao động nguyên tử của đồng vị nhẹ hơn lớn hơn 

biên độ dao động nguyên tử của đồng vị nặng 

hơn. Khi nhiệt độ tăng, hiệu ứng đồng vị giảm 

do đóng góp phi điều hòa của dao động mạng 

tăng nhanh và chiếm vai trò chủ đạo ở vùng nhiệt 

độ cao. Điều này cũng phù hợp với kết quả của 

giới hạn cổ điển ở nhiệt độ cao. 
 

 

Hình 2. Sự phụ thuộc nhiệt độ của hệ số Debye-Waller của hai đồng vị 36Ar và 40Ar. 
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Hình 3. Sự phụ thuộc nhiệt độ của tỉ số      2 22 2 20Ne Ne Ne    và      2 40 2 36Ar Ar Ar   .

lượng    20 22Ne Ne 20 / 22 0.9535m m    

và    36 40Ar Ar 36 / 40 0.9487m m   , 

tương tự như giá trị kỳ vọng trong gần đúng điều 

hòa ở nhiệt độ T = 0 K [13]. 

4. Kết luận 

Trong bài báo này, chúng tôi đã sử dụng SMM 

có kể đến tính phi điều hòa của dao động mạng 

để nghiên cứu ảnh hưởng của sự chênh lệch khối 

lượng đồng vị đến hệ số Debye-Waller của tinh 

thể khí hiếm. Sử dụng thế Lennard-Jones để mô 

tả thế năng tương tác giữa các nguyên tử của tinh 

thể lượng tử, chúng tôi thực hiện tính số hệ số 

Debye-Waller cho các đồng vị của Ne và Ar 

trong khoảng nhiệt độ từ 0 K đến nhiệt độ nóng 

chảy của tinh thể. Sự khác biệt về hệ số Debye-

Waller giữa các đồng vị được cho là có nguyên 

nhân bởi các hiệu ứng đồng vị phụ thuộc vào 

khối lượng nguyên tử của các đồng vị. Ngoài ra, 

sự khác nhau đáng chú ý giữa hệ số Debye-

Waller của các đồng vị có thể được quan sát rõ 

ràng ở nhiệt độ thấp (khoảng dưới 15 K) và giảm 

dần ở nhiệt độ cao (trên 20 K). Điều này được 

giải thích là do sự khác biệt của đóng góp dao 

động điểm 0 ở nhiệt độ thấp và sự chiếm ưu thế 

của hiệu ứng phi điều hòa ở vùng nhiệt độ cao. 

Nghiên cứu này cho thấy SMM có thể được sử 

dụng hiệu quả để nghiên cứu ảnh hưởng của 

đồng vị lên đại lượng nhiệt động của vật liệu. 
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